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多峰函数优化的黄金分割斐波那契树优化算法

张松海，施心陵，李　鹏，董　易，李孙寸
（云南大学信息学院，云南昆明 ６５０５００）

　　摘　要：　针对多峰函数优化问题，基于斐波那契树优化算法，结合黄金分割思想，提出一种黄金分割斐波那契树
优化算法．该算法利用斐波那契树优化算法全局局部交替寻优特性，通过在寻优过程中对优化问题解空间进行黄金分
割比例压缩，从而提高算法局部搜索能力与小峰值搜索能力．多峰函数优化的仿真结果表明，该算法多峰优化能力强、
速度快、精度高．
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１　引言
　　随着计算机技术的发展，智能优化算法在实际优
化问题中取得了长足的进步和显著的成绩［１］，新发展

出例如量子禁忌搜索算法［２］、逻辑运算的离散人工蜂

群算法［３］、自适应变异的粒子群优化算法［４］等一系列

优化算法．一般的智能优化算法在实际优化问题中往
往只注重问题的全局最优解而忽略其局部最优解．但
在实际优化问题中，如复杂系统参数及结构优化、组合

优化等，常存在着多个或一个全局最优解以及其他多

个有价值的局部最优解，它们都可归为多峰函数优化

问题或多模态函数优化问题（ＭｕｌｔｉｍｏｄａｌＦｕｎｃｔｉｏｎＯｐｔｉ
ｍｉｚａｔｉｏｎ，ＭＦＯ）［５］．因此，有效、快速的构造一种能求出
全部全局最优解及尽可能多的局部解的优化算法成为

优化领域的重要研究方向．对此，传统的收敛于全局的
智能算法如遗传算法、蚁群算法、粒子群算法等，通过改

进算法来实现多峰函数寻优．如面向多峰函数的小生
境人工蜂群算法［６］、小生境遗传算法［７］、小生境人工鱼

群算法［８］、基于小生境的粒子群算法［９，１０］、改进的遗传

算法［１１～１３］等．这些算法在一定程度上取得了较好的效
果，但算法存在局部搜索能力弱的缺点，很难获得较多

的峰值点．基于免疫机制与免疫网络理论提出的免疫
克隆算法（ＣＬＯＮＡＬＧ）［１４］、人工免疫网络算法（ｏｐｔａｉ
Ｎｅｔ）［１５］等算法具有较强的多峰寻优能力，但由于其算
法本身的复杂性与寻优结果依赖于算法某些参数的设

置，使得最终寻优结果求解精度不高、易早熟、应用场合

受限．文献［１６，１７］提出一种多峰函数的多元优化算
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法，取得了不错优化效果，但由于算法结构的限制，导致

多峰优化能力不强．
斐波那契树优化算法（ＦｉｂｏｎａｃｃｉＴｒｅｅＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，

ＦＴＯ）是基于斐波那契法的一种智能优化算法，该算法
通过全局探索和局部寻优交替迭代来求解问题的最优

解，同时在寻优过程中充分利用计算机内存记录下寻

优过程．ＦＴＯ具有很强的全局最优解搜索能力，其搜索
结果在全局范围内只朝着全局最优点进化收敛，不易

陷入局部最优．但由于全局范围内可能有不等高的山
峰，在利用ＦＴＯ进行寻优时，峰值小的山峰则可能被遗
弃，从而影响 ＦＴＯ多峰寻优能力．对此，本文提出了基
于黄金分割的ＦＴＯ多峰函数优化算法．在 ＦＴＯ多峰寻
优的每次迭代过程中，利用黄金分割法的最优性，对优

化问题解空间进行黄金分割比例压缩，从而在保证算

法全局寻优能力的同时提高其局部最优解寻优能力．
利用多种多峰函数对算法进行测试，测试结果表明本

文算法对多峰函数优化能力强、速度快、精度高．

２　斐波那契法与黄金分割法
　　１９５３年 Ｋｉｅｆｅｒ提出了单峰函数的优选问题，并证
明了分数法即斐波那契法是最优的．黄金分割法作为
斐波那契法的近似，华罗庚教授进行了其最优性的巧

妙证明［１８］．文献［１９］也给出了黄金分割法在无穷远处
是最优的证明．

最优化问题的极大化问题的一般形式为：

ｍａｘ　ｆ（ｘ）　　ｓ．ｔ．　ｘ∈Ｘ （１）
其中ｘ∈Ｒｎ是决策变量，ｆ（ｘ）为目标函数，ＸＲｎ为约
束集或可行域．特别地，如果约束集Ｘ＝Ｒｎ，则最优化问
题称为无约束最优化问题：

ｍａｘ
ｘ∈Ｒｎ
ｆ（ｘ） （２）

本文中，算法求解的是无约束最优化问题．下面简
要介绍一下利用斐波那契法与黄金分割法求解一维极

大值问题．设：
φ（α）＝ｆ（ｘｋ＋αｄｋ） （３）

φ（α）是搜索区间［ａ１，ｂ１］上的单峰函数．设在第 ｋ次迭
代是搜索区间为［ａｋ，ｂｋ］．取两个试探点 λｋ，μｋ∈［ａｋ，
ｂｋ］且λｋ＜μｋ，计算φ（λｋ）和φ（μｋ），步骤如下：

（ａ）若φ（λｋ）≤φ（μｋ），则令ａｋ＋１＝λｋ，ｂｋ＋１＝ｂｋ；
（ｂ）若φ（λｋ）≥φ（μｋ），则令ａｋ＋１＝ａｋ；ｂｋ＋１＝μｋ．
要求两个试探点λｋ和μｋ满足：
（１）λｋ和μｋ到搜索区间［ａｋ，ｂｋ］的端点等距，即：

ｂｋ－λｋ＝μｋ－ａｋ （４）
（２）每次迭代，搜索区间长度的缩短率相同，即：

ｂｋ＋１－ａｋ＋１＝
Ｆｎ－ｋ
Ｆｎ－ｋ＋１

（ｂｋ－ａｋ） （５）

其中，Ｆｉ为斐波那契数列第ｉ项，ｎ是计算次数．

Ｆｉ＝Ｆｉ－１＋Ｆｉ－２ （６）

当
Ｆｎ－ｋ
Ｆｎ－ｋ＋１

固定为０．６１８时，斐波那契法就变为黄金

分割法．
当利用黄金分割法来进行单峰寻优时，其寻优结

果精度与寻优次数的关系如式（７）所示：
σ＝０．６１８ｎ－１ （７）

其中σ为结果精度，ｎ为寻优次数．如寻优结果精度为
０．０５，则利用黄金分割法只需要进行８次试验．

３　黄金分割斐波那契树优化算法

３．１　ＦＴＯ搜索元
斐波那契树优化算法（ＦｉｂｏｎａｃｃｉＴｒｅｅＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，

ＦＴＯ）是一种基于斐波那契法的计算智能优化算法，通
过全局探索和局部寻优过程交替迭代来求解最优化问

题．ＦＴＯ算法的搜索元结构是由斐波那契数列组成的类
三角形，如图 １所示．斐波那契数列的通项为式（６）
所示．

搜索元的产生分为全局搜索和局部搜索两个阶

段，在全局搜索阶段通过式（８）在全局范围内随机产生
全局点Ｇ．

Ｇ＝［ｈ１，ｈ２，…，ｈｄ］
ｈｉ＝ｕｎｒａｎｄ（ｍｉｎｉ，ｍａｘｉ）

（８）

式（８）中，ｄ是问题的维度；ｍｉｎ和 ｍａｘ分别为问题空间
第ｉ维的下界和上界；ｕｎｒａｎｄ（ｍｉｎｉ，ｍａｘｉ）函数返回一个
均匀分布在ｍｉｎｉ和 ｍａｘｉ之间的随机数．在局部搜索阶
段，前一列适应度值最好的元素 ｆｉｔｂｅｓｔ和新生成的全局
点Ｇ分别与前一列其他元素按照式（９）生成新的局部
点．其产生方法如图２所示．

　　ｔｆｉ＝［ｔｅｍｐｆ１，…，ｔｅｍｐｆｄ］，（ｉ＝２，…，Ｆｎ－１）

２９７
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　ｔｅｍｐｆｊ＝ｍｉｎ（ｆｉｔｂｅｓｔｊ，ｆｉｔｉｊ）＋
Ｆｎ－１
Ｆｎ
× ｆｉｔｂｅｓｔｊ－ｆｉｔｉｊ

　 　ｔＧｉ＝［ｔｅｍｐＧ１，…，ｔｅｍｐＧｄ］，（ｉ＝１，…，Ｆｎ－１）

ｔｅｍｐＧｊ＝ｍｉｎ（Ｇｊ，ｆｉｔｉｊ）＋
Ｆｎ－１
Ｆｎ
× Ｇｊ－ｆｉｔｉｊ （９）

式（９）中，ｄ是问题的维度；ｔｆｉ为前一列适应度值最好的
元素ｆｉｔｂｅｓｔ与前一列第 ｉ个元素新生成的局部点，ｔｅｍｐｆｊ
为前一列适应度值最好的元素 ｆｉｔｂｅｓｔ与前一列第 ｉ个元
素的第ｊ维的斐波那契试探点；ｔＧｉ为当前新生成全局点
Ｇ与前一列第 ｉ个元素新生成的局部点，ｔｅｍｐＧｊ为当前
新生成全局点Ｇ与前一列第ｉ个元素的第ｊ维的斐波那
契试探点．则新生成局部点与全局点总和为２Ｆｉ－１，前一
列的数目与新生成局部点数目、全局点数目总和为

３Ｆｉ－１，而 Ｆｉ＝Ｆｉ－２＋Ｆｉ－１，所以按适应度值大小丢弃
２Ｆｉ－１－Ｆｉ－２个点组成当前列的元素．由此可以看出，
ＦＴＯ的搜索元全局、局部交替进行搜索，从而保证不陷
入局部最优解，向着全局最优解进化迭代．搜索元算法
步骤如下：

步骤１　随机生成一个全局点初始化搜索元第一
列元素．

步骤２　生成一个新的全局搜素元Ｇ．
步骤３　用Ｇ与搜索元中的前一列的所有元素按

Ｆｎ－１
Ｆｎ
比例生成新的局部点．

步骤４　用搜索元中的前一列适应度值最好的元

素ｆｉｔｂｅｓｔ与前一列其余的元素按
Ｆｎ－１
Ｆｎ
比例生成新的局

部点．
步骤５　按适应度值大小删除２Ｆｉ－１－Ｆｉ－２个点，留

下Ｆｉ－２＋Ｆｉ－１作为当前列的元素．
步骤６　判断迭代条件，符合则当前列适应度值最

好的元素ｆｉｔｂｅｓｔ．否则回到步骤２．
３．２　ＦＴＯ算法步骤

每个搜索元最终得到的适应度值最好的元素 ｆｉｔｂｅｓｔ
将作为下一个搜索元的第一列的元素，即作为下一个

搜索元的启发式信息，也把 ｆｉｔｂｅｓｔ叫做芽点．每次迭代都
把芽点装入一个后进先出的栈，组成芽点集．搜索元按
照斐波那契数列生长，从而最终长成一棵斐波那契树．
其结构如图３所示．

ＦＴＯ算法步骤为：
步骤１　初始化．用一个全局搜索元作为芽点初始

化芽点集．
步骤２　取出芽点．在第ｉ轮迭代，从芽点集中取出

按斐波那契数列计数为 Ｆｉ－１＋Ｆｉ－２个芽点．芽点按栈结
构的后进先出方式出栈．

步骤３　生成新芽点．利用一个芽点，用搜索元生

成算法生成一个新的芽点，本轮迭代共生成 Ｆｉ－１＋Ｆｉ－２
个新芽点．

步骤４　将新的芽点存入芽点集．芽点按栈结构的
后进先出方式入栈．

步骤５　判断迭代条件，符合则输出指定芽点，例
如，输出适应度值最好的一个芽点．否则回到步骤２．

从图３和ＦＴＯ的算法步骤可以看出，斐波那契树
的每个节点就是一个搜索元的最优值，搜索元在解空

间内是利用斐波那契法在全局、局部交替进行寻优，保

证了算法不易陷入局部最优，整个树每一代的节点又

是基于前一代的最优节点进行生长．因此，ＦＴＯ算法能
快速、有效的向着全局最优点进化收敛．
３．３　ＦＴＯ算法收敛与时间复杂性分析
３．３．１　ＦＴＯ算法收敛性分析

定理１　若ｙｉ为当前搜索元第 ｉ列适应度值最优
的元素，则ｙｉ＋１≥ｙｉ．

ＦＴＯ搜索元的生成步骤可证明其定理．
定理２　若ｆｉｔｂｅｓｔ为当前搜索元适应度值最大的元

素，则由当前搜索元生成的下一个搜索元的适应度值

最大的元素ｆｉｔｂｅｓｔ－ｎｅｘｔ大于等于ｆｉｔｂｅｓｔ．
证明　由ＦＴＯ算法可知，每个搜索元最终得到的

适应度值最好的元素 ｆｉｔｂｅｓｔ将作为下一个搜索元的第一
列的元素．又由定理１可知搜索元下一列适应度值最好
的元素大于等于前一列适应度值最好的元素．因此：
ｆｉｔｂｅｓｔ－ｎｅｘｔ≥ｆｉｔｂｅｓｔ．

定理３　ＦＴＯ算法树结构中，下一代搜素元的最大
适应度值大于等于上一代搜素元的最大适应度值．

证明　由ＦＴＯ算法可知，算法树中下一代的搜索
元是由上一代的搜索元生成的．由定理１与定理２可得
下一代搜素元的最大适应度值大于等于上一代搜素元

的最大适应度值．
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定理４　ＦＴＯ算法是有效的、收敛的．
证明　设问题的全局最优解为ｘｂｅｓｔ，ｆｉｔｂｅｓｔ（ｔ）为算法

第ｔ代搜素元的最大适应度值．由定理２、定理３可得：
ｌｉｍ
ｔ→∞
ｆｉｔｂｅｓｔ（ｔ）＝ｘｂｅｓｔ （１０）

由式（１０）可知，算法是有效的、收敛的．
３．３．２　ＦＴＯ算法时间复杂性分析

ＦＴＯ算法主要包括搜索元的生成与搜索树的生成
两部分．生成搜索元的计算复杂度为Ｏ（ｎＮ２ｗ），其中 ｎ
为搜索元的列数，Ｎｗ为当前需要比较的元素个数，随 ｎ
值线性增加．搜索树又由搜索元构成，算法迭代一次，树
生长一层，设算法迭代Ｍ次，从而算法的时间复杂度为

Ｏ（ＣｎＮ２ｗ），其中Ｃ＝∑
Ｍ

ｉ＝１
Ｆｉ．由上述分析可知，搜索元

的大小和算法迭代次数影响着ＦＴＯ的时间复杂性．
３．４　黄金分割ＦＴＯ算法

由上述ＦＴＯ算法的介绍可以看出，基于搜索元的
斐波那契树的生长是基于前一代的最优节点进行的，

同时搜索元的生成过程是一个竞争淘汰的过程，且全

局点是在整个解空间内随机产生的．因此，在解空间内，
如果有高低不同的山峰，那峰值小的山峰在寻优过程

中就会被淘汰，从而影响ＦＴＯ的多峰寻优能力．
多峰函数的山峰在解空间里均匀或者不均匀的分

布着，因此，如果能引导ＦＴＯ算法向山峰分布的区域寻
优，凭借ＦＴＯ强大的全局搜索能力，算法将很快寻找到
山峰，这样就可以把一个多峰问题转化为多个单峰的

寻优问题，提高 ＦＴＯ的多峰寻优能力．为此，本文在
ＦＴＯ算法的基础上引入黄金分割思想，在 ＦＴＯ算法的
斐波那契树的生长过程中，对树的每一层的解空间范

围进行黄金分割比例压缩，则搜索元在树的不同层次

有着不同的寻优范围，同时因为黄金分割法本身具有

最优性，在寻优的过程中，还可以利用其最优性来判断

该次迭代是否需要上一次节点的最优信息，如果上一

次迭代的最优点在本次迭代的解空间内，则利用其最

优信息，反之则放弃其启发信息．通过上述对 ＦＴＯ算法
的变化，使得算法不仅能朝着全局最优点进化，同时增

强了算法的局部搜索能力，提高了小峰值的寻优能力．
例如，对于一维适应度函数的解空间为［０，１］，则 ＦＴＯ
与黄金分割ＦＴＯ的区别如图４所示．

从图４可以看出，引入黄金分割后，斐波那契树的
节点寻优范围每次都是黄金分割比例压缩，从而不仅

有利于多峰函数的优化，同时保证了寻优结果的精度．
黄金分割ＦＴＯ算法只是在ＦＴＯ算法寻优过程中适时变
换寻优空间范围，因此，黄金分割 ＦＴＯ算法在具备多峰
性能的同时，满足ＦＴＯ算法的有效性与收敛性．
３．５　同峰判断

在利用黄金分割 ＦＴＯ算法进行多峰寻优时，判断

新搜索到的极值点与已发现的极值点是否同峰，利用

文献［２０］所提出的基于适应度的同峰判断方法，设 Ａ
为峰值点集合中的极值点，Ｂ为黄金分割 ＦＴＯ刚搜索
到的极值点，在Ａ，Ｂ之间插入ｘ－１个点将ＡＢ分成ｘ等
份，计算这ｘ段的同峰算子，如式（１１）所示：

ｆ（ｉ）＝ｆｉｔ（ｘｉ＋１）－ｆｉｔ（ｘｉ） （１１）
式中：ｘｉ＋１，ｘｉ为 Ａ，Ｂ之间相邻两点，１≤ｉ≤ｈ，当 ｉ为１
时，ｘｉ为点Ａ．当ｆ的值由正变为负，又由负变为正，则意
味着Ａ，Ｂ有山峰存在，是异峰值点，否则为同峰．当新
产生的极值点与已有极值点集合里的极值点都判断完

后，如果存在同峰，则将最优极值点替换原有极值点，反

之则把新极值点加入峰值点集合．

４　仿真实验及结果分析
　　为了验证黄金分割 ＦＴＯ算法的多峰寻优能力，选
取了测试常用的典型多峰函数进行仿真测试，寻找函

数的极大值，利用峰值数、精度、平均适应度值检验算法

的性能．本文实验基于ＭＡＴＬＡＢ２０１２ａ进行仿真实验．
由ＦＴＯ算法时间复杂性可知，随着算法迭代次数

的增加，斐波那契树将越长越大，从而导致算法的计算

量越来越大，运算时间极长．为了提高本文算法的效率，
式（７）已证明在满足０．０５的结果精度下，黄金分割法
只需８次试验．因此，本文算法的搜索元大小为５列，斐
波那契树前８层的每层搜索元数量按斐波那契数列增
长，８层以后按第８层的搜索元数量生长，且８层以后
解空间范围不再压缩．每个搜索元中的节点总和为１９．
如式（１２）所示：

Ｎｊ＝Ｎｊ－１＋Ｎｊ－２，（ｊ＝１，…，８）
Ｎｊ＝Ｎ８，（ｊ＝８，…，ｍａｘｇｅｎ）

（１２）

式中Ｎｊ为斐波那契树第 ｊ层搜索元个数，ｍａｘｇｅｎ为算
法最大迭代次数．
４．１　典型测试函数

测试函数１［２１］：
ｆ１（ｘ）＝ｓｉｎ

６［５π（ｘ０．７５－０．０５）］ （１３）
式中，ｘ∈［０，１］，含有５个等高不等距的峰．

测试函数２［２１］：
ｆ２（ｘ）＝ｅ

－２ｌｏｇ（２）（ｘ－０．０６６７）２ｓｉｎ６（５πｘ） （１４）
式中ｘ∈［０，１］，含有５个不等高等距的峰．
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测试函数３：
ｆ３（ｘ）＝ｌｎ（ｘ）·（ｓｉｎ（ｅ

ｘ）＋ｓｉｎ（３ｘ）） （１５）
式中ｘ∈［０，４］，含有９个不等高不同频率的峰．

测试函数４［２２］：
ｆ４（ｘ，ｙ）＝２００－（ｘ

２＋ｙ－１１）２－（ｙ２＋ｘ－７）２（１６）
式中ｘ，ｙ∈［－６，６］，ｆ４为线性不可分的二维多峰函数，
其典型特点是峰值点等高、非等距．性能不佳的算法很
难精确搜索到其全部４个峰值．

测试函数５：

ｆ５（ｘ，ｙ）＝
３

０．０５＋（ｘ２＋ｙ２( )）
２

＋（ｘ２＋ｙ２）２ （１７）

式中ｘ，ｙ∈［－５．１２，５．１２］，ｆ５为大海捞针函数，其典型
特点解空间范围内有１个全局最优解和４个局部最优
解．性能不佳的算法容易陷入局部最优解，找不到全局
最优解．

测试函数６：

ｆ６（ｘ，ｙ）＝
１

１＋ （ｘ＋ｉｙ）６－１
（１８）

式中ｘ，ｙ∈［－２，２］，ｆ６为 ｒｏｏｔ函数，在０．５高度处有一
个很难突破的平坦区域，要求算法具有较好的全局收

敛能力，在［－２，２］上共有６个高度为１的全局最优解．
测试函数７：
ｆ７（ｘ，ｙ）＝０．５（ｓｉｎ（１０ｌｎ（ｘ））＋ｓｉｎ（１０ｌｎ（ｙ）））

（１９）
式中ｘ，ｙ∈［０．２５，１０］，ｆ７在全局范围内分布着等高，变
化频率不同的３６个高度为１的峰．性能不佳的算法很
难找到全部最优解．

测试函数８［２３］：
ｆ８（ｘ，ｙ）＝ｘｓｉｎ（４πｘ）－ｙｓｉｎ（４πｙ＋π）＋１ （２０）

式中ｘ，ｙ∈［－２，２］，ｆ４是非均匀分布多峰函数，一共有
６４个山峰和３６个在边界上形成的优化点值．

测试函数９［２３］：

ｆ９（ｘ，ｙ）＝∑
５

ｉ＝１
ｉｃｏｓ［（ｉ＋１）ｘ＋ｉ］·∑

５

ｉ＝１
ｉｃｏｓ［（ｉ＋１）ｙ＋ｉ］

（２１）
式中ｘ，ｙ∈［－１０，１０］，ｆ７在全局范围内有９个全局最
优解，７６０个极大值点，对算法的局部搜索能力要求
较高．

测试函数１０［２３］：
ｆ１０（ｘ，ｙ）＝－（ｘ

２＋ｙ２）０．２５（ｓｉｎ２（５０（ｘ２＋ｙ２）０．１）＋１）
（２２）

式中ｘ，ｙ∈［－５．１２，５．１２］，ｆ１０在全局范围内有１个全
局最优解，在全局解周围有无穷局部解．

针对测试函数ｆ１～ｆ３为１维多峰寻优问题．黄金分
割ＦＴＯ最大迭代次数 ｍａｘｇｅｎ＝８，即斐波那契树最多

长８层，所需搜索元个数最多为∑
８

ｉ＝１
Ｆｉ＝８７，实验次数

为３０次，寻优结果如表１和表２所示．因测试函数１、２
取自于文献［２１］，因此本文算法的寻优结果又与文献
［２１］的ＡＮＱＥＡ（自适应小生境量子进化算法）寻优结
果进行对比，如表３和表４所示，其计算量为寻优结束
时“搜索元数量总和 ×每个搜索元的节点总和”．图５
为本文算法的优化结果直观图．测试函数３的寻优结果
如图５（ａ）所示．

表１　函数ｆ１的优化结果

序号 最优解的平均值 函数值 理论值

１ ０．０７９６ ０．９９９９ １

２ ０．２４６９ ０．９９９７ １

３ ０．４５０６ ０．９９９９ １

４ ０．６８１３ ０．９９９９ １

５ ０．９３３９ ０．９９９９ １

表２　函数ｆ２的优化结果

序号 最优解的平均值 函数值 理论值

１ ０．１００１ ０．９９８４ １

２ ０．２９９２ ０．９２７４ ０．９２７４

３ ０．４９８７ ０．７７１１ ０．７７１２

４ ０．６９９１ ０．５７４１ ０．５７４１

５ ０．８９８５ ０．３８２６ ０．３８２６

表３　不同算法ｆ１优化结果

算法 进化规模 进化代数 有效峰数 计算量

ＡＮＱＥＡ ６０ ８ ５ １３２１

本文算法 － ５ ５ ３６１

表４　不同算法ｆ２优化结果

算法 进化规模 进化代数 有效峰数 计算量

ＡＮＱＥＡ １００ ８ ５ ２２０４

本文算法 － ５ ５ ３６１

　　针对测试函数ｆ４～ｆ７为多维多峰值数寻优问题，黄
金分割ＦＴＯ最大迭代次数 ｍａｘｇｅｎ＝１００，即斐波那契
树最多长１００层，实验次数为３０次．测试函数 ｆ４～ｆ７本
文寻优结果如表５所示．

表５　函数ｆ４～ｆ７的优化结果

函

数

理论峰

值数

搜索到的

最大峰值数

平均搜索

的峰值数

全局最大

理论值

全局寻优

平均函数值

ｆ４ ４ ４ ４ ２００ １９９．９９９

ｆ５ ５ ５ ５ ３６００ ３５９９．９９９

ｆ６ ６ ６ ６ １ ０．９９９

ｆ７ ３６ ３６ ３６ １ ０．９９８
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　　针对测试函数ｆ８～ｆ１０为多维多峰值数寻优问题，黄
金分割 ＦＴＯ最大迭代次数 ｍａｘｇｅｎ＝２００，即斐波那契
树最多长２００层，实验次数为３０次．其寻优结果与 ＳＨ
（小生境技术的适应值共享算法）、ｏｐｔａｉＮｅｔ（人工免疫
网络算法）、ＣＬＯＮＡＬＧ（克隆算法）、ＩＣＮＡ（免疫混沌网
络算法）、ＩＡＦＳＮＡ（免疫人工鱼群网络算法）的寻优结
果进行比较，ＩＡＦＳＮＡ寻优结果来自文献［２２］，ＳＨ、
ＣＬＯＮＡＬＧ、ｏｐｔａｉＮｅｔ、ＩＣＮＡ的结果来自文献［２３］．测试
函数ｆ８～ｆ１０本文寻优结果与对比结果如表６所示．

表６　函数ｆ８～ｆ１０的优化结果及其对比

函

数
算法

理论峰

值数

搜索到的

最大峰

值数

平均搜

索到的

峰值数

平均

适应度

ｆ８

ＳＨ
ＣＬＯＮＡＬＧ
ｏｐｔａｉＮｅｔ
ＩＣＮＡ
ＩＡＦＳＮＡ
本文算法

１００

７ ５．２ １．６７４
１０ ８．７ ３．５６５
９２ ７９．４ ２．６５２
１００ ９６．１ ２．５３８
９９ ９５．３ －
１００ １００ ２．３４７４

ｆ９

ＳＨ
ＣＬＯＮＡＬＧ
ｏｐｔａｉＮｅｔ
ＩＣＮＡ
ＩＡＦＳＮＡ
本文算法

７６０

１２ １０．１ １４４．１
１８ １８ １５７．６
７３６ ７１８．４ ３３．４６
７６０ ７５９．１ ３２．７３
７６０ ７５９．４ －
７６０ ７５６ ３０．２８７１

ｆ１０

ＳＨ
ＣＬＯＮＡＬＧ
ｏｐｔａｉＮｅｔ
ＩＣＮＡ
ＩＡＦＳＮＡ
本文算法

∞

１７ １２．６ －１．４７３
９ ６．７ －０．３６２
３２１ ２８８．４ －１．８８９
７３７ ７２１．３ －１．８６４
－ － －
１５００ １４９７ －１．６５４４

４．２　实验结果分析
由表１、表２的结果可知本文算法找到了１维多

峰值函数的全部峰值点，同时所得结果的精度高．由
表３和表４可以看出，本文算法在得到同等结果条件
下的迭代次数、计算量小于 ＡＮＱＥＡ算法，同时算法不

需要过多设置参数，只需给出解空间范围、迭代次数

即可．由表５可知，本文算法对多维、峰值数量较少函
数的寻优能力同样很强．对ｆ４～ｆ７这些特殊测试函数的
寻优，在保证多峰成功率的同时，算法还具有很高的全

局寻优精度．由表６可知，本文算法对 ｆ８～ｆ１０这些具有
多维、大量峰值数量特点的函数同样具有较强的寻优

能力，寻优结果与其他算法相比较，在峰值数量、平均

适应度值方面都有明显的优势，说明算法具有较强的

多峰寻优能力．图６为一些测试函数的三维示意图．

４．３　黄金分割ＦＴＯ算法时间复杂度分析
黄金分割ＦＴＯ算法是由改进的ＦＴＯ算法和同峰判

断组成．同峰判断的时间复杂度为 Ｏ（ＣＷ），Ｗ为当
前峰值集合中的元素数量．因此黄金分割 ＦＴＯ算法的
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时间复杂度为 Ｏ（Ｃ（ｎＮ２ｗ＋Ｗ）），因此，黄金分割
ＦＴＯ算法的时间复杂度不仅与迭代次数、搜索元大小
有关，也与函数峰值数量有关，函数的峰值数量越多，

其寻优时间越长．
由文献［２３］可知，由于采用共享技术需比较种群

个体适应度的大小，ＳＨ算法的计算复杂度为 Ｏ（Ｎ２Ｉ）；
ＣＬＯＮＡＬＧ算法中种群需要克隆变异，它的计算复杂度
为Ｏ（βＮ２Ｉｌ），其中为ＮＩ初始种群设定值，不随代数增加
而变化．ｌ为抗体编码长度．ｏｐｔａｉＮｅｔ算法采用克隆选
择和网络抑制策略，ＩＣＮＡ算法采用混沌搜索和网络抑
制策略，ＡＮＱＥＡ算法采用量子进化算法和小生境技
术，它们的计算复杂度都为 Ｏ（Ｎ２），Ｎ为当前迭代次数
下的种群数目，其值随迭代次数线性增加．

由上述分析可知，黄金分割 ＦＴＯ算法的时间复杂
度在表达式上高于其他算法，但当本文算法的搜索元

大小固定时，时间复杂度中的 ｎＮ２ｗ将会是个定值，算法
复杂度的最高级将只与迭代次数、函数峰值数量有关，

即黄金分割 ＦＴＯ算法的时间复杂度可以表示为
Ｏ（ＣＷ），Ｏ（ＣＷ）≤Ｏ（Ｎ２）．在实际寻优过程中由于算法
本身引入黄金分割法，从内在也加快了算法的收敛速

度．由此可知，ＡＮＱＥＡ、ｏｐｔａｉＮｅｔ、ＩＣＮＡ与本文算法等多
峰寻优算法都是以牺牲更多时间在局部搜索上来提高

局部搜索能力与多峰值能力．
综上所述，黄金分割ＦＴＯ算法具有如下特点：
（１）黄金分割ＦＴＯ算法多峰优化精度高、速度快．

ＦＴＯ算法是基于斐波那契法形成的智能算法，其斐波
那契法的最优性早已被证明，因此 ＦＴＯ算法是一种基
于最优算法的优化算法，从而确定了算法本身的快速

性与有效性．在利用ＦＴＯ本身算法特性的同时，对优化
问题解空间进行黄金分割比例压缩，在保证全局搜索

能力的同时提高了算法局部搜索能力．因此，黄金分割
ＦＴＯ算法在斐波那契法和黄金分割法两种优化算法的
驱使下，快速有效的逼近峰值点．此特点从表１～５、图５
可知．

（２）黄金分割ＦＴＯ算法多峰优化能力强，不易陷入
局部最优．ＦＴＯ算法本身是一种全局、局部交替寻优的
算法，其算法本身具有超强的全局搜素能力，不易陷入

局部最优．在利用其全局搜索能力的同时，通过对解空
间的黄金分割比例压缩提高了算法的局部搜索能力，

保留了较小的峰值，提高了多峰寻优能力．此特点从表
５～６、图５～６可知．

５　结论
　　本文提出的黄金分割ＦＴＯ算法对多峰函数的优化
能力强、速度快、精度高．算法利用 ＦＴＯ算法全局局部
搜索特性的同时，引入对解空间的黄金分割比例压缩，

提高了算法的局部搜索能力及对较小峰值的搜索能

力，从而提高了算法的多峰优化能力．算法以斐波那契
法与黄金分割法为基础，保证了算法的有效性与快速

性．同时，与其它算法相比较，不需设置额外参数，使得
算法的结果不依赖于参数的选择，便于实施．

本文主要集中在以理论和实验来验证黄金分割

ＦＴＯ算法对于多峰函数优化的能力，进一步工作将集
中在对更高维的多峰函数进行试验研究．
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